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Abstrat
Let X be a smooth projetive sheme over an algebraially losed eld k
of harateristi 0. Let G be a nite group ating on X. If X/G is smooth,
then X/G
can
∼= X//G but the theorem of [BKR01℄ does not a priori apply
beause the dualizing sheaf of X is not trivial as a G-sheaf. We om-
pare the ategories D
G(X) and D(X/G) in this ase by giving the image
of the Fourier-Mukai funtor D(X/G) ≃ D(X//G) ✲ DG(X) dened in
[BKR01℄. The result generalizes a theorem of Lønsted on G-equivariant
K-theory in the ase of urves ([Lø83℄)
Introdution
Pour un groupe ni G agissant sur un shéma lisse X donné, la atégorie dérivée G-équivariante
de X est par dénition la atégorie dérivée bornée des G-faiseaux quasiohérents sur X , que l'on a
restreinte aux omplexes à homologie ohérente. On la notera DG(X). Notons X//G la omposante
irrédutible du G-shéma de Hilbert G−Hilb(X) ontenant les G-orbites libres. Sous une hypothèse
sur la dimension de X//G×X/G X//G, et lorsque le faiseau dualisant de X est trivial en tant que
G-faiseau, Bridgeland, King et Reid ont démontré ([BKR01℄) que X//G est une résolution répante
du quotient X/G et que la atégorie DG(X) est équivalente à la atégorie dérivée D(X//G).
Il semble alors légitime de se poser la question suivante : lorsque le quotient X/G est lisse, et
qu'il n'est don pas néessaire de le désingulariser, y-a-t-il toujours équivalene entre la atégorie
dérivée G-équivariante de X , et la atégorie dérivée du quotient D(X/G) ?
Dans et artile, X est un shéma projetif lisse sur un orps k algébriquement los de ara-
téristique nulle. On suppose qu'un groupe ni G agit sur X de façon à e que le quotient X/G soit
lisse. Par exemple, X est le produit En où E est une ourbe lisse et G = Sn agit par permutation
des omposantes. On note pi : X ✲ X/G le morphisme quotient. Les fonteurs adjoints suivant
apparaissent alors naturellement.
piG∗ : D
G(X) ✲ D(X/G)
pi∗ : D(X/G) ✲ DG(X).
Ces fonteurs sont exats entre les atégories de faiseaux ar, par lissité deX/G, pi est plat, et on est
sur un orps k dont la aratéristique ne divise pas l'ordre de G. Ainsi, ils induisent naturellement
des fonteurs entre les atégories dérivées.
En onsidérant X omme une famille plate de G-lusters de X indexée par X/G, on démontre
aisément que X/G
can
∼= X//G ave X pour famille universelle. Ainsi, le fonteur de Fourier-Mukai
D(X/G) ✲ DG(X) déni dans [BKR01℄ est le fonteur pi∗. Le fait que le quotient X/G soit lisse
implique que loalement (en tant que sous groupe du groupe d'endomorphisme de l'espae tangent),
G est engendré par des pseudoréexions ([Bou81℄). En partiulier, le faiseau anonique de X n'est
pas G-trivial a priori, de sorte que l'on ne peut pas appliquer le théorème donnant une équivalene
de atégories. Le résultat de et artile est le théorème suivant qui aratérise l'image de pi∗ dans
DG(X).
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Théorème (2.1) Un objet E ∈ DG(X) est l'image par pi∗ d'un objet de D(X/G) si et seulement
si pour tout H sous-groupe de G, la restrition de E au sous-shéma ∆H (adhérene des points
de stabilisateur H) appartient à la omposante orrespondant à la représentation triviale dans la
déomposition de la atégorie dérivée DH(∆H) = ⊕ρ∈Irr(H)D
ρ(∆H).
Dans la première partie, nous dénissons la atégorie DG(X) et nous démontrons qu'elle est
équivalente à la sous-atégorie formée des G-faiseaux ohérents loalement libres. Nous étudions
les as extrêmes où G agit soit trivialement, soit librement sur X . Puis, en suivant le modèle donné
par Belinson dans [Be79℄ dans le as non équivariant, nous donnons une desription de DG(Pn),
où Pn est l'espae projetif de dimension n sur k.
Dans la deuxième partie, nous démontrons le théorème 2.1 après avoir montré omment réduire
le problème à la reherhe d'un ritère de desente pour les G-faiseaux loalement libres sur X .
1 La atégorie dérivée bornée G-équivariante
1.1 Dénition
Rappelons que si X est un shéma et G un groupe ni agissant sur X , un faiseau F ohérent
est dit G-linéarisé si il existe une olletion d'isomorphismes : φg : F ✲ g∗F, g ∈ G, telle que
φ−1gh = h∗φ
−1
g φ
−1
h . On appelle morphisme de G-faiseaux un morphisme de faiseaux entre deux
faiseaux G-linéarisés qui ommute ave les morphismes φg, g ∈ G. Alors on dénit la atégorie
G−Coh(X) dont les objets sont les faiseaux ohérents G-linéarisés et les morphismes sont les
morphismes de G-faiseaux. Cette atégorie est abélienne et elle a assez d'injetifs (f [Gro57℄).
Lemme 1.1 Si X est un G-shéma lisse de dimension n, alors la atégorie G−Coh(X) est de
dimension homologique inférieure à n. C'est à dire, pour tout ouple de G-faiseaux ohérents (A,B)
et pour tout entier s ≥ n, ExtsG(A,B) = 0.
Preuve. Notons IG le fonteur qui à un G-module assoie sa partie G-invariante, et Γ le fonteur
qui à un G-faiseau assoie ses setions globales. Notons H∗G la ohomologie G équivariante. Alors,
le fonteur ExtG est le fonteur dérivé de I
G ◦Γ ◦H om, et pour tout ouple (A,B) de G-faiseaux
ohérents, la suite spetrale de terme initial Ep,q2 = H
p
G(X, E xt
q(A,B) onverge vers Extp+qG (A,B).
On va démontrer que pour tout ouple d'entiers (p, q) tel que p + q > n, tous les termes de ette
suite spetrale sont nuls.
Fixons provisoirement q, et notons d la dimension du support du faiseau E xtq(A,B) La ar-
atéristique de k ne divisant pas l'ordre de G, IG est un fonteur exat sur la atégorie des k-
espaes vetoriels, de sorte que l'on a HpG(X, E xt
q(A,B)) = IG(Hp(X, E xtq(A,B))). Par ailleurs,
si j : Z := Supp(E xtq(A,B)) ✲ X est l'inlusion du support de E xtq(A,B) dans X , alors on a
([Har66, p.209℄) Hp(X, j⋆(E xt
q(A,B)|Z)) = H
p(Z, E xtq(A,B)|Z) = H
p(Z, E xtq(A,B)) don par
théorème d'annulation de Grothendiek, Hp(X, E xtq(A,B)) = 0 si p > d.
Supposons maintenant que E xtq(A,B) est non nul et majorons la dimension d de Z. Soit x un
point générique de Z. Alors OX,x est un anneau régulier de dimension inférieure à n − d. Comme
x est dans le support de E xtq(A,B) par hypothèse, la bre E xtq(A,B)x = Ext
q
OX,x
(Ax, Bx) est un
OX,x-module non nul. Or la dimension homologique de la atégorie des OX,x-module est inférieure
à la dimension de OX,x, don la non-nullité de Ext
q
OX,x
(Ax, Bx) implique q ≤ n− d.
Finalement, pour que Ep,q2 = H
p
G(X, E xt
q(A,B)) soit non nul, il est néessaire d'avoir p+q ≤ n.
En partiulier, pour tout entier s > n, ExtsG(A,B) = 0. 
1.2 Une équivalene de atégories
Pour dérire la atégorie dérivée G-équivariante, on va voir qu'il sut de onnaître la sous-
atégorie pleine dont les objets sont des omplexes de faiseaux ohérents loalement libres.
Théorème 1.1 Soit X un shéma projetif lisse et soit G un groupe ni agissant sur X. Soit
L ⊂ G−Coh(X)) la sous-atégorie pleine des G-faiseaux ohérents loalement libres sur X et
M ⊂ DG(X) la sous-atégorie pleine des omplexes de faiseaux dans L . On a une équivalene de
atégories
M ≃ DG(X).
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Comme on a imposé dans la dénition que M soit une sous-atégorie pleine de DG(X), il
sut de démontrer que tout objet de DG(X) admet un quasi-isomorphisme vers un objet de M .
Remarquons que M n'est pas la atégorie dérivée de L . En eet, en imposant que la sous-atégorie
soit pleine, on a ajouté des morphismes par rapport à eux de D(L ). Soit don F ∈ Ob(DG(X)).
On va démontrer par réurrene sur l'amplitude homologique de F qu'il est quasi-isomorphe à un
objet de M .
Si F est d'amplitude nulle, alors il admet au plus un faiseau d'homologie non nul. Et si elui-i
est en degré i, alors F ∼= Hi(F )[−i]. Il sut don de démontrer que le faiseau Hi(F ) admet une
résolution libre nie. C'est le lemme lassique suivant.
Lemme 1.2 Soit X un shéma projetif sur laquelle agit G un groupe ni. Tout G-faiseau ohérent
admet une résolution nie par des G-faiseaux loalement libre de types nis.
Preuve. Pour ommener, on remarque que X admet un faiseau très ample G-linéarisé. En eet,
on peut plonger X dans un espae projetif P(V ) de telle façon que G agisse linéairement sur V .
Soit L un faiseau très ample sur P(V ). A priori, L n'est pas G-linéarisé. En revanhe, le produit
⊗g∈Gg
∗(L) est ample et admet une G-linéarisation naturelle. Il existe une puissane de e faiseau
M = L⊗n qui est très ample. Le pull-bak de M sur X (enore noté M) est bien un G-faiseau très
ample sur X .
Soit F un G-faiseau ohérent sur X . Par théorème, il existe un entier n tel que F ⊗M⊗n est
engendré pas ses setions globales. Alors G agit naturellement sur Γ(X,F ⊗M⊗n) et le morphisme
de G-faiseaux :
OX ⊗ Γ(X,F ⊗M
⊗n) ✲ F ⊗M⊗n
a⊗ s ✲ as
est surjetif. D'où la surjetion
Γ(X,F ⊗M⊗n)⊗M⊗(−n) ✲ F .
En répétant autant de fois que néessaire e proédé en remplaçant F par le noyau de e morphisme,
on obtient une résolution de F par des G-faiseaux ohérents loalement libres. Or d'après le
lemme 1.1, la atégorie G−Coh(X) est de dimension homologique nie, don ette itération s'arête
et F admet une résolution libre nie par des objets de L . 
Preuve du théorème 1.1. Le lemme initialise notre réurrene sur l'amplitude homologique de F .
Supposons que pour tout omplexe d'amplitude k, il existe un omplexe d'objets de L qui lui
est quasi-isomorphe, et démontrons le pour un omplexe d'amplitude k + 1. Soit F un omplexe
d'amplitude k+1. On peut supposer que les faiseaux d'homologie non nuls se trouvent en les degrés
i tels que 0 ≤ i ≤ k. On onsidère le omplexe tronqué τ≥1F . Il est d'amplitude k − 1, don par
hypothèse de réurrene, il existe un omplexe L ∈ M et un morphisme de omplexe L ✲ τ≥1F
qui soit un isomorphisme en ohomologie. Ainsi on a le diagramme i-après où pour tout i ≥ 2, αi
est un isomorphisme en ohomologie, et α1(ker(d1)) = ker(∂1).
✲ F 0
∂0 ✲ F 1
∂1 ✲ · · ·
∂k−1✲ F k
∂k✲ F k+1 ✲
L1
α1
✻
d1 ✲ · · ·
dk−1✲ Lk
αk
✻
✲ 0
0
✻
✲
Pour ommener, omplétons e morphisme de omplexes en onstruisant :
F 0
L0
α0
✻
d0 ✲ L1
tel que :
{
α1 est un isomorphisme en cohomologie,
α0(ker(d0)) = ker(∂0) = H0(F ).
Soient p1 et p2 les projetions de F
0×ker(d1) sur F 0 et ker(d1). Notons F 0×F
1
ker(d1) le noyau
de l'appliation ∂0p1 − α
1p2. C'est un sous-G-faiseau ohérent de F
0 × ker(d1).
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F 0
∂0 ✲ F 1
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
α0
✕
F 0 ×F
1
ker(d1)
p′1
✻
p′2 ✲ L1
α1
✻
 
 
 
 
q
✒
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
d0
✯
L0
Notons p′i la restrition de pi à F
0 ×F
1
ker(d1). D'après le
lemme, il existe un G-faiseau ohérent loalement libre L0
et une appliation q surjetive.
Posons α0 = p′1 ◦ q et d
0 = p′2 ◦ q. Alors im(d
0) = im(p′2)
et un alul donne im(p′2)x = ker(d
1)x ∩ (α
1)−1(im(∂0)x) =
ker(d1)x ∩ ker(α¯
1)x ave α¯
1 = pi ◦ α1, où pi est le quotient de
F 1 par im(∂0). Ainsi, im(d0) = ker(α¯1|kerd1), et par propriété
universelle du noyau, ela implique que α1 est un isomorphisme
en ohomologie, ar α¯1|kerd1 induit un isomorphisme
ker(d1)/im(d0) ∼= ker(∂1)/im(∂0).
Puis α0(ker(d0)) = p′1 ◦ q(ker(p
′
2 ◦ q)) = p
′
1(ker(p
′
2)), ar q est surjetive. En se plaçant sur une
bre, on a p′1(ker p
′
2)x = p
′
1(F
0
x ×
F 1x {0}) = ker(∂0)x, d'où la deuxième ondition à vérier :
α0(ker(d0)) = ker(∂0).
Alors pour avoir un quasi-isomorphisme de omplexe, il sut de onstruire une résolution libre
nie L−k ✲ . . . L−1 ✲ du noyau de α0. En eet, ela implique que α0 est un isomor-
phisme en ohomologie puis en posant αi = 0 pour tout i < 0, on en déduit que α : L ✲ F est
un quasi-isomorphisme. D'après le lemme ette résolution existe, et elle est nie.
On a don bien onstruit un omplexe L ∈ M qui est quasi-isomorphe à F , d'où l'équivalene
de atégorie. 
1.3 Cas d'une ation libre
Dans le as où l'ation de G est libre sur X , si X est lisse alors le quotient X/G est lisse et on
trouve dans [Mum74, p.70℄ la démonstration de la proposition suivante.
Proposition 1.1 Lorsque G agit librement sur un shéma X, on a une équivalene de atégorie :
G−Coh(X) ≃ Coh(X/G).
On en déduit alors
Corollaire 1.1 Si G agit librement sur un shéma lisse X, le fonteur
pi∗ : D(X/G) ✲ DG(X)
est une équivalene de atégorie.
Preuve. Comme dans le théorème 1.1 onsidérons un triangle du type :
τ≥1F [−1] ✲ H0(F ) ✲ F ✲ τ≥1F ,
et on raisonne par réurrene sur l'amplitude. On se ramène ainsi à démontrer le lemme suivant :
Lemme 1.3 Soient E un faiseau ohérent sur X/G et F un objet de D(X/G). On peut onsidérer
E omme étant un omplexe onentré en degré 0. Si α : pi∗F ✲ pi∗E est un morphisme dans
DG(X), alors α = pi∗β pour un ertain morphisme β ∈ D(X/G).
Preuve. D'après le théorème 1.1 on peut remplaer F par un omplexe L de faiseaux loalement
libres et par exatitude de pi∗, pi∗L est alors une résolution de pi∗F . Ainsi, on a
Hi(H om(pi∗F, pi∗E)) = Hi(H om(pi∗L, pi∗E))
= E xti(pi∗L, pi∗E)
= 0, pour i 6= 0,
ar pi∗L est loalement libre. On est don ramené à des morphismes de faiseaux et on peut utiliser
la proposition 1.1 :
Hom(pi∗F, pi∗E) = HomG−Coh(X)(pi
∗L0, pi∗E)
∼= HomCoh(X/G)(L
0, E)
∼= HomD(X/G)(L,E)
∼= HomD(X/G)(F,E).
 
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1.4 Cas de l'ation triviale
On a traité le as de l'ation libre. L'autre as simple et extrème est elui où G agit trivialement
sur le shéma X . Cela ne nous empêhe pas de dénir la atégorie des G-faiseaux, ni a fortiori la
atégorie dérivée DG(X). Nous allons voir que dans e as, ette atégorie se déompose en le sens
suivant :
Dénition 1.1 On dit qu'une atégorie additive A se déompose en ⊕Ai si pour tout A ∈ Ob(A ),
il existe Ai ∈ Ai tels que A = ⊕Ai et HomA (Ai, Aj) = 0 si i 6= j.
Lemme 1.4 Soit A une atégorie abélienne qui se déompose en A = ⊕i∈IAi, où I est ni.
Supposons que A et les sous-atégories Ai admettent assez d'injetif et que les injetifs des sous-
atégories soient des injetifs de A . Alors la atégorie dérivée D(A ) se déompose en ⊕i∈ID(Ai)
Preuve. Soit X ∈ Ob(D(A)). On peut lairement érire X = ⊕Xi où haque omplexe Xi est formé
d'objets de Ai. Soient maintenant Xi et Xj des omplexes formés respetivement d'objets de Ai et
Aj. Soit Ii un omplexe formé d'injetifs de Ai quasi-isomorphe au omplexe Xi. Par hypothèse,
Ii est un omplexe formé d'injetifs de A , don HomD(A )(Xi, Xj) = HomK(A )(Ii, Xj) = 0. On a
don bien une déomposition de la atégorie dérivée D(A ). 
On applique e lemme à la atégorie G−Qco(X) des G-faiseaux quasi-ohérents sur X , dans
le as où G agit trivialement sur X . En eet,
Proposition 1.2 Si G agit trivialement sur le shéma X, on a une déomposition de G−Qco(X)
suivant les représentations irrédutibles de G, dont haque fateur est isomorphe à Qco(X) : Tout
G-faiseau se déompose en une somme direte ⊕ρ∈Irr(G)Eρ ⊗ ρ, où les Eρ sont des faiseaux qua-
siohérents sur X (sans ation de G).
Preuve. Pour ommener, démontrons la déomposition pour lesG-faiseaux ohérents. Le as quasi-
ohérent s'en déduira par limite indutive. Pour tout ρ, représentation irrédutible de G, et pour
tout G-faiseau ohérent F , notons
Fρ = H omOX−G(OX ⊗ ρ, F ).
Fρ est un OX -module ohérent (sans ation de G) et on a un morphisme naturel
⊕ρ∈Irr(G)(Fρ ⊗ ρ)
ϕ ✲ F
f ⊗ v ✲ f(1⊗ v).
Montrons que ϕ est un isomorphisme.
Dans un premier temps, supposons F loalement libre. Alors le problème étant loal, on peut
se plaer sur un ouvert où F est libre et alors pour toute représentation ρ irrédutible de G, Fρ
est libre. Sur haque bre on a don un morphisme de (G-OX,x)-module libres de type ni qui est
un isomorphisme lorsqu'on passe au quotient par l'idéal maximal. En eet, ette déomposition est
onnue pour les représentation linéaires de dimensions nies. D'après le lemme de Nakayama, ϕ
induit don un isomorphisme sur haque bre. Cela implique que ϕ est un isomorphisme.
Maintenant, soit F un G-faiseau ohérent quelonque et soit L1 → L0 → F → 0 une présenta-
tion libre de F . Si on applique le fonteur F ✲ ⊕ρ∈Irr(G)(Fρ ⊗ ρ) à ette suite exate, on obtient
une suite exate ar le fonteur F ✲ Fρ est exat à droite. En eet, OX ⊗ ρ est un (OX -G)-
module projetif ar il est libre. Puis, d'après le lemme des inq, on obtient l'isomorphisme pour le
faiseau F , et la proposition est démontrée pour les faiseaux ohérents..
Soit maintenant F un G-faiseau quasi-ohérent. Loalement, F est un (A-G)-module. Montrons
qu'il est limite indutive de (A-G)-modules de types nis. Comme G est ni, pour tout x ∈ F ,
x appartient à un sous-(A-G)-module de type ni, par exemple elui engendré par les éléments
de l'orbite de x. On a don bien : F = limind(M), pour M sous-(A-G)-module de type ni.
On érit alors F = limind(⊕Mρ ⊗ ρ), et omme une somme direte est une limite indutive sur
une atégorie disrète, limite indutive et somme direte ommutent, de sorte que l'on a F =
⊕ρ∈Irr(G)limind(Mρ)⊗ρ qui est bien une déomposition de la forme attendue. Le aratère fontoriel
de la onstrution loale assure que les modules ainsi obtenus se reollent pour former des faiseaux
de (OX -G)-modules Fρ tels que
F = ⊕ρ∈Irr(G)Fρ ⊗ ρ.

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Les hypothèses du lemme 1.4 étant vériées, on a une déomposition de D(G−Qco(X)), qui par
restrition aux omplexes de faiseaux à homologie ohérente donne :
Corollaire 1.2 Si G agit librement sur le shéma X, on a une déomposition
DG(X) = ⊕ρ∈Irr(G)D
ρ(X),
où pour tout ρ, le fonteur D(X)
⊗ρ✲ Dρ(X) est une équivalene de atégorie. Ainsi, un objet
F ∈ DG(X) est image réiproque d'un objet de D(X/G) = D(X) si et seulement si il appartient à
la omposante Dρ0 (X) orrespondante à la représentation triviale de G.
1.5 Desription de la atégorie DG(Pn)
Soit Pn = P(V ) = Proj(A) où V est un espae vetoriel de dimension (n+ 1) et A est l'algèbre
symétrique sur V . On herhe une desription de la atégorie dérivée bornée G-équivariante D(Pn)
des faiseaux ohérents sur Pn.
Soit MGA ([0, n]) la atégorie des (A-G)-modules libres de type ni dont les générateurs sont
de degrés ompris entre 0 et n. Soit KGA ([0, n]) la atégorie triangulée des omplexes d'objets de
MGA ([0, n]) à homotopie près. Comme dans l'artile [Be79℄ de Belinson pour dérire la atégorie
dérivéeD(Pn) on onstruit un fonteur F : KGA ([0, n])
✲ DG(Pn). Dans ette partie, nous adaptons
la démarhe de Belinson pour démontrer le théorème suivant :
Théorème 1.2 Le fonteur F : KGA ([0, n])
✲ DG(Pn) est une équivalene de atégories.
Pour ela, on va mettre en bijetion des objets des deux atégories, qui forment des familles
génératries au sens suivant : La plus petite sous-atégorie triangulée pleine de KGA ([0, n]) (respe-
tivement DG(Pn) ) ontenant ette lasse d'objet est la atégorie entière. Rappelons alors le lemme
suivant ([Be79℄) :
Lemme 1.5 Soient C et D deux atégories triangulées, et F : C ✲ D un fonteur triangulé. Si
Xi est une famille génératrie d'objets de C telle que F (Xi) est une famille génératrie de D , si
pour tout (i, j) et pour tout l :
F : Homl(Xi, Xj) ✲ Homl(F (Xi), F (Xj))
est un isomorphisme, alors F est une équivalene de atégorie.
Pour appliquer e lemme, il sut don de déterminer une famille génératrie {Xi} de K
G
A ([0, n])
et un fonteur F : KGA ([0, n]) ✲ D
G(Pn) vériant les hypothèses et tel que {F (Xi)} est une famille
génératrie de DG(Pn).
1.5.1 Théorème de struture des (A-G)-modules libres de types nis sur une k-algèbre
graduée A de type ni
Dans e paragraphe, A est une k-algèbre graduée sur laquelle agit un groupe ni G. Un (A-G)-
module gradué est un (A-G)-module gradué en tant que A-module et tel que l'ation de G respete
le degré.
Proposition 1.3 Soit M un (A-G)-module gradué libre de type ni sur A dont les générateurs
sont de degrés ompris entre 0 et n. Alors il existe des représentations Vα ∈ R(G) telles que
M = ⊕nα=0Vα ⊗A(−α),
où A(−α) est l'anneau gradué obtenu en déalant la graduation de A de α : A(−α)i = Ai−α
Preuve. Soit {ei, i ∈ I} une famille de générateurs de M . On peut partitionner I = ⊔α∈[O,n]Iα de
telle sorte que pour tout i ∈ Iα, le générateur ei soit de degré α. Pour tout g dans G et pour tout
α, si i ∈ Iα alors g · ei est de degré α, don :
g · ei =
∑
j∈Iα
rj,iej +
∑
j∈Iα−1
rj,iej + . . .+
∑
j∈I0
rj,iej
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où rj,i est de degré α−deg(ej). Il s'agit de démontrer que l'on peut hoisir la base {ei}i∈I telle que
pour tout g dans G, pour tout α, et pour tout i ∈ Iα,
g · ei =
∑
j∈Iα
rj,iej .
Soient αo = max{α | Iα 6= 0}, J = ⊔α<αoIα et N = ⊕j∈JAej . Pour tout g ∈ G, g ·N ⊂ N , de
sorte que N est un sous-(A-G)-module de M .
On va démontrer qu'il existe un sous-(A-G)-module gradué N ′ de M , dont les générateurs sont
de degré αo et tel que M = N ⊕N
′
.
Le A-module M peut être vu omme k-espae vetoriel, ar A est une k-algèbre graduée (A0 =
k). Comme la aratéristique de k ne divise pas l'ordre du groupeG, les représentations de dimension
nie de G sont semi-simples. Or en tant que représentation de G,M = ⊕n∈NMn, oùMn est la partie
de M de degré n :
Mn = ⊕α≤n ⊕i∈Iα An−αei.
Comme M est de type ni sur A, Iα est ni, et haque Ai étant une représentation de dimension
nie de G, Mn est une représentation de dimension nie pour tout n ∈ N. (Remarquons que Mn est
stable parG ar l'ation respete la graduation). Ainsi, en tant que somme direte de représentations
semi-simples, M est semi-simple.
En partiulier, la suite exate de (k-G)-modules
0 ✲ N ✲ M ✲ M/N ✲ 0
est sindée. Ainsi, la (A-G)-base {e¯i, i ∈ Iαo} de M/N se relève en {e
′
i, i ∈ Iαo} dans M , de telle
façon que g · e′i =
∑
j∈Iαo
rj,ie
′
j . Le A-module engendré par la famille {e
′
i, i ∈ Iαo} est don un
sous-(A-G)-module de M . Cependant, il n'est pas gradué a priori. On a pour tout i ∈ Iαo ,
e′i = ei +
∑
j∈J
λi,jej .
Posons
e′′i = [e
′
i]αo = ei +
∑
α<αo
∑
j∈Iα
[λi,j ]αo−αej .
Pour tout i ∈ Iαo , e
′′
i est un antéédent de e¯i ∈M/N de degré αo et on a :
g · e′′j = g · [e
′
i]αo
= [
∑
j∈Iαo
rj,ie
′
j ]αo
=
∑
j∈Iαo
rj,i[e
′
j ]αo (les rj,i sont de degré nul)
=
∑
j∈Iαo
rj,ie
′′
j
Soit N ′ le A-module engendré par la famille {e′′i , i ∈ Iαo}. N
′
est un sous-(A-G)-module de M
supplémentaire de N . De plus, on a N ′ = Vαo ⊗ A(−αo) où Vαo = ⊕i∈Iαokei est la représentation
de G de dimension nie dénie par l'ation de G sur la base {e′′1 , i ∈ Iαo}. En eet, A(−αo) est le
module libre de dimension 1 sur A ave un générateur en degré αo.
On peut reommener le raisonnement en remplaçantM par N . Par réurrene desendante sur
le degré maximal des générateurs de M , on obtient le résultat :
M = ⊕nα=0Vα ⊗A(−α).

1.5.2 Démonstration du théorème 1.2
D'après la proposition 1.3, la famille {V ⊗ A(−i), V ∈ Irr(G), i ∈ [0, n]} engendre la atégorie
MGA ([0, n]). Si on la onsidère omme une famille de omplexes (où les faiseaux sont vus omme
des omplexes onentrés en degré nul), ette famille engendre la atégorie triangulée KGA ([0, n]).
Considérons le fonteur additif
F : MGA ([0, n]) ✲ G−Coh(P
n)
M = ⊕nα=0Vα ⊗A(−α)
✲ ⊕nα=0Vα ⊗ O(−α)
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Il se prolonge à la atégorie triangulée des omplexes KGA ([0, n]), et quitte à omposer ave le
fonteur de loalisation, on peut voir F omme étant un fonteur de KGA ([0, n]) dans D
G(Pn).
Démontrons que pour tout triplet (V,W, l), on a
HomlKG
A
([0,n])(V ⊗A(−i),W ⊗A(−j))
∼= HomlDG(Pn)(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j)). (1)
Soient (V,W ) un ouple de représentations irrédutibles et (i, j) un ouple d'entiers entre 1 et n.
Alors d'après le lemme de Shur et si l'on suppose k algébriquement los (de sorte que pour toute
représentation irrédutible V de G, EndG(V ) = k) ,
Hom(V ⊗A(−i),W ⊗A(−j)) =


0 si j > i
0 si i = j et V 6=W
k si i = j et V =W
km si j < i et m(V,Ai−j ⊗W ) = m,
oùm(V,E) est la multipliité de la représentation irrédutible V dans la représentation de dimension
nie E. Puis, pour l 6= 0, omme les morphismes de KA([0, n]) sont des morphismes de omplexes,
il n'y a pas de morphisme non nul de V ⊗A(−i) vers W ⊗A(−j) déalé de l ar ils sont onentrés
en des degrés distints.
Homl(V ⊗A(−i),W ⊗A(−j)) = 0.
Calulons maintenant le terme de droite dans (1) Pour l = 0, on a
Hom(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j)) ∼= Hom(V ⊗ OPn ,W ⊗ O(i− j))
∼= Hom(V,Γ(Pn,O(i − j)⊗W ))
∼= Hom(V,Γ(Pn,O(i − j))⊗W ).
D'où, d'après le lemme de Shur,
Hom(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j)) =


0 si j > i
0 si i = j et V 6=W
k si i = j et V =W
km si j < i et m(V,Ai−j ⊗W ) = m
Pour l 6= 0, il s'agit de démontrer que ExtlG(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j)) = 0. Or d'après [Gro57℄,
il s'agit de l'aboutissement de la suite spetrale de terme initial
Ep,q2 = H
p(G,Extq(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j))).
Or omme on est sur un orps k dont la aratéristique ne divise pas l'ordre de G, il n'y a pas de
ohomologie des groupes, don on a
ExtlG(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j)) = Ext
l(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j))G.
Il sut don de démontrer que Extl(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j)) = 0. Or il s'agit de l'aboutissement
de la suite spetrale de terme initial
Ep,q2 = H
p(Pn, E xtq(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j))).
Comme O(−i)⊗ V est loalement libre, les Ext loaux sont triviaux pour q 6= 0, don on a
Extl(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j)) = H l(Pn,H om(V ⊗ O(−i),W ⊗ O(−j)))
= H l(Pn, V ∗ ⊗W ⊗ O(i − j))
= H l(Pn,O(i − j))⊗ V ∗ ⊗W
= 0
ar i− j > −n− 1.
Ainsi, pour tout V,W ∈ R(G) et pour tout i, j ∈ [0, n], on a
HomKG
A
([0,n])(V ⊗A(−i),W ⊗A(−j))
∼= HomDG(Pn)(F (V ⊗A(−i)), F (W ⊗A(−j))).
Pour appliquer le lemme 1.5, il reste à démontrer la proposition suivante :
Proposition 1.4 La famille {V ⊗ O(−i), V ∈ Irr(G), i ∈ [0, n]} engendre la atégorie DG(Pn).
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Comme dans [Be79℄, on onsidère la résolution de la diagonale par le omplexe de Koszul :
0 ✲ p∗1Ω
n(n)⊗ p∗2O(−n)
✲ . . . p∗1Ω
1(1)⊗ p∗2O(−1)
✲ OPn×Pn ✲ O∆ ✲ 0.
La diagonale ∆ est un sous-G-shéma de Pn × Pn, don O∆ est un G-faiseau et la résolution
étant omposée de G-faiseaux, il s'agit d'une résolution dans la atégorie G−Coh(Pn× Pn) de O∆
par des G-faiseaux loalement libres don projetifs.
Considérons les fonteurs
p∗1 : G−Coh(P
n) ✲ G−Coh(Pn × Pn)
⊗O∆ : G−Coh(P
n × Pn) ✲ G−Coh(Pn × Pn)
p2,∗ : G−Coh(P
n × Pn) ✲ G−Coh(Pn)
La omposition de es trois fonteurs est l'identité de G−Coh(Pn), de sorte qu'en dérivant on
obtient :
∀M ∈ DG(Pn), M = Rp2,∗(O∆ ⊗
L p∗1(M)).
Or, d'après la résolution de la diagonale par des omplexes ⊗-ayliques, on sait aluler le omplexe
O∆⊗
Lp∗1(M). En degré−α, on trouve le faiseau ⊕
n
d=0p
∗
2O(−d)⊗p
∗
1Ω
d(d)⊗p∗1(M)
d−α
. Puis, omme
p∗1 est exat et ommute au produit tensoriel, p
∗
1Ω
d(d) ⊗ p∗1(M)
d−α = p∗1(Ω
d(d) ⊗Md−α). Ainsi,
le omplexe O∆ ⊗
L p∗1(M) appartient à la sous-atégorie triangulée engendrée par les faiseaux du
type : p∗2O(−d)⊗ p
∗
1(N), où N est un G-faiseau sur P
n
.
Alors, omme les triangles sont onservés par les fonteurs dérivés, on peut obtenir M par une
suite de triangles débutant par des objets du type Rp2,∗(p
∗
2O(−d)⊗ p
∗
1(N)), où N ∈ G−Coh(P
n).
Il sut don de démontrer que es objets appartiennent à la sous-atégorie triangulée engendrée
par la famille {V ⊗ O(−i), V ∈ Irr(G), i ∈ [0, n]}. Or, d'après la formule de projetion,
Rp2,∗(p
∗
2O(−d)⊗ p
∗
1(N)) = O(−d)⊗Rp2,∗(p
∗
1(N)).
Par ailleurs, pour tout i, Rip2,∗(p
∗
1(N)) = H
i(Rp2,∗(p
∗
1(N))) est le faiseau assoié au préfais-
eau V ✲ Hi(Pn × V, p∗1(N)|Pn×V ) = H
i(Pn, P ), don le faiseau onstant Hi(Pn, N) qui est une
représentation de G.
Les faiseaux d'homologie de Rp2,∗(p
∗
2O(−d)⊗ p
∗
1(N)) sont de la forme V ⊗ O(−i) et apparti-
ennent don à la sous-atégorie triangulée voulue. Le lemme suivant implique qu'alors, le omplexe
Rp2,∗(p
∗
2O(−d)⊗ p
∗
1(N)) appartient aussi à ette sous-atégorie. 
Lemme 1.6 Soit A une atégorie abélienne, C une lasse d'objets de A et < C > la sous atégorie
triangulée de Db(A ) engendrée par C . Si M ∈ Db(A ) a tous ses faiseaux d'homologie dans < C >,
alors M ∈< C >.
Preuve. On démontre e lemme par réurrene sur l'amplitude homologique de M . Si elle est
nulle, il n'existe qu'un faiseau d'homologie non nul Hk(M), et M est quasi-isomorphe au om-
plexe Hk(M)[−k]. Puis, omme < C > est stable par triangles, elle l'est en partiulier par quasi-
isomorphisme, don M ∈< C >.
Supposons le lemme démontré pour tout omplexe d'amplitude homologique inférieure ou égale
à d. Soit M ∈ Db(A ) un omplexe d'amplitude d+1 dont les faiseaux d'homologie appartiennent
à < C >. Soit ko = min{k tel que H
k(M) 6= 0}. Considérons le triangle
Hko(M) ✲ M ✲ τ>koM
dans Db(A ). Le premier terme appartient à < C > par hypothèse et le troisième par hypothèse de
réurrene, ar τ>koM est d'amplitude homologique d et ses faiseaux d'homologie sont eux deM ,
don appartiennent à < C > par hypothèse. Ainsi, omme < C > est une sous-atégorie triangulée
de Db(A ), M ∈< C >. 
On peut don appliquer le lemme 1.5, et on obtient le théorème 1.2 
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2 Critère de desente d'un objet de la atégorie dérivée G-
équivariante
Dans ette deuxième partie, nous évaluons la distane qui sépare les atégories DG(X) et
D(X/G). Autrement dit, nous déterminons l'obstrution pour un objet de DG(X) à être l'image
par pi∗ d'un objet de D(X/G)
On a vu dans le théorème 1.1 que DG(X) ≃ M , mais M n'est pas la atégorie dérivée bornée
de la atégorie L des G-faiseaux ohérents loalement libres sur X .
Dans un premier paragraphe, on traite malgré ela le problème sur L .
On se ramènera alors à e as en démontrant qu'un objet de M est image par pi∗ d'un objet de
D(X/G) si et seulement si haun des faiseaux de L qui le ompose est image parpi∗ d'un faiseau
de Coh(X/G). Cela résout le problème de la desente d'un objet de DG(X).
2.1 Desente d'un G-faiseau loalement libre.
On ommene par raisonner dans le as loal. La proposition suivante traite le as de la desente
d'un G-faiseau loalement libre au voisinage d'un point fermé de X (shéma projetif lisse sur un
orps k algébriquement los de aratéristique nulle).
Proposition 2.1 Soit R une k-algèbre loale d'idéal maximal m et de orps résiduel k. Alors la
atégorie L des (R-G)-modules libres est équivalente à la atégorie R des représentations de G.
Les fonteurs d'équivalene sont :
L
⊗k ✲ R et R
⊗R✲ L .
Preuve. On a lairement
∀V ∈ R, (V ⊗k R)⊗R k = V ⊗k R/m ∼= V.
Réiproquement, il s'agit de démontrer que
∀M ∈ L , M/mM ⊗k R ∼=M dans L .
Soit donM un (R-G)-module libre. CommeM est la limite indutive de ses sous-(R-G)-modules
de types nis, on peut supposer M de type ni. En eet, si M = limind(N), alors
(M ⊗ k)⊗R = (limind(N)⊗ k)⊗R = limind(N ⊗ k)⊗R = limind((N ⊗ k)⊗R)
ar les limites indutives ommutent aux fonteurs adjoints à gauhes, don en partiulier aux
produits tensoriels.
Soit V = M ⊗ k =M/mM . On veut démontrer que M ∼= V ⊗ R en tant que (R-G)-module. V
étant une représentation de type ni de G, on peut en hoisir une base e1, . . . , en, où les ei sont
dans M et ei est la lasse modulo m. Soit W le sous-(k-G)-module de M engendré par les ei. C'est
le sous-espae vetoriel engendré par les ei et leurs transformés par G. Il est de dimension nie ar
G est ni. Soit V1 le quotient de W par un supplémentaire de V en tant que k-espae vetoriel.
La surjetion W ✲ V1 ∼= V , est un morphisme de (k-G)-modules par onstrution. Soit V ′ son
noyau. On a
0 ✲ V ′ ✲ W ✲ V ✲ 0.
Comme toute représentation de dimension nie, W est semi-simple. Il existe don un (k-G)-module
V2 ∼= V telle que W = V2 ⊕ V
′
. Notons le enore V . On a alors un morphisme naturel de (R-G)-
modules
V ⊗k R
ϕ ✲ M.
D'après le lemme de Nakayama, il est surjetif, et omme il s'agit d'une surjetion entre R-
modules libres de même rang, 'est un isomorphisme. 
Corollaire 2.1 Soit E un G-faiseau loalement libre sur X. Il existe un faiseau F ∈ Qco(X/G)
tel que E = pi∗(F ) si et seulement si en haun des points xes fermés de X, la représentation
i∗x(E) = Ex/mxEx du stabilisateur de x est triviale.
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Preuve. Le morphisme anonique pi∗piG∗ (E)
✲ E est un isomorphisme si et seulement si 'est un
isomorphisme sur haune des bres au dessus des points fermés.
En tout point où G agit librement, il s'agit bien d'un isomorphisme d'après le paragraphe 1.3.
Soit x est un point xe de X et H son stabilisateur. D'après la proposition 2.1, si x est un point
fermé on a
Ex ∼= OX,x ⊗ V
où V = Ex/mxEx. Par ailleurs, pi
G
∗ (E) = E
H
x est un OX/G,π(x)-module libre don d'après la
proposition 2.1,
EHx
∼= OX/G,π(x) ⊗ E
H
x /mπ(x)E
H
x
∼= OX/G,π(x) ⊗ V
H .
Si OX,x est omplet, on a OX,π(x) = O
H
X,x, don on obtient E
H
x = O
H
X,x ⊗ V
H
, d'où
(pi∗piG∗ (E))x
∼= (OHX,x ⊗ V
H)⊗OH
X,x
OX,x
∼= V H ⊗ OX,x
Ainsi, le morphisme induit un isomorphisme sur la bre en x si et seulement si V H = V , autrement
dit, i∗x(E) est la représentation triviale de H .
Sinon, on se ramène à e as là ar ÔX,x est dèlement plat sur OX,x. 
Dans le as général, les points xes ne sont pas isolés. Une ondition du type du orollaire 2.1
devient don insusante, ar trop ontraignante : il s'agit de vérier une ondition sur haque
sous-shéma fermé déni par un point xe de X .
On onstruit une stratiation de Fix(X) = {x ∈ X | Gx 6= 0} de la façon suivante. Pour tout
sous-groupe H de G, notons ∆H l'ensemble des points de stabilisateur H et X
H
le shéma des
points xes par H :
∆H = {x ∈ X | Gx = H}, X
H = {x ∈ X | Hx = x} =
⊔
H⊂K⊂G
∆K .
XH est lisse ar il s'agit du sous-shéma des points xes sous l'ation du sous-groupe H de G
rédutif.
On onsidère alors le sous-shéma fermé ∆H de X muni de sa struture réduite, et on note
iH : ∆H ⊂ ✲ X l'inlusion fermée.
Lemme 2.1 ∆H est lisse.
Preuve. Notons XH = ⊔α∈IX
H
α les omposantes irrédutibles de X
H
. Alors ∆H = ⊔α∈I∆H ∩X
H
α .
Puis, si J ⊂ I est le sous-ensemble (non vide si ∆H est non vide ) formé des indies α tels que
∆H ∩X
H
α est non vide, alors ∆H = ⊔α∈J∆H ∩X
H
α et ∆H = ⊔α∈JX
H
α . En eet, l'adhérene d'un
sous-ensemble non vide d'une omposante irrédutible XHα est X
H
α entier. Ainsi, ∆H est la réunion
de ertaines omposantes onnexes de XH qui est lisse, don est lisse. 
H agit trivialement sur ∆H ⊂ XH . Ainsi, d'après le paragraphe 1.4 on a une déomposition :
H−Qco(∆H) = ⊕ρ∈R(H)Qco
ρ(∆H)
Proposition 2.2 Soit E un G-faiseau loalement libre sur X. Pour tout H sous-groupe de G,
i∗H(E) = EH est un H-faiseau loalement libre sur ∆H . Alors E est l'image réiproque d'un faiseau
loalement libre sur X/G si et seulement si pour tout sous-groupe H de G, i∗H(E) appartient à la
omposante orrespondant à la représentation triviale de H dans la déomposition de H−Qco(∆H).
Preuve. Soit H un sous-groupe de G. Si ∆H est vide, on onviendra que i
∗
H(E) est trivial dans le
sens i-dessus. Sinon, soit x ∈ ∆H . En partiulier, x est un point xe. D'après le orollaire 2.1, E
provient du bas si et seulement si pour tout x ∈ Fix(X), ix(E) est une représentation triviale du
stabilisateur de x. Considérons le morphisme iHx : Spec(k(x)) ✲ ∆H d'image x. Alors ix = iH ◦i
H
x ,
de sorte que si i∗H(E) appartient à la omposante orrespondant à la représentation triviale de H
dans la déomposition de H−Qco(∆H), alors i
∗
x(E) = i
H∗
x ◦ i
∗
H(E) est une représentation triviale
de H . D'où la ondition susante.
Réiproquement, supposons que E = pi∗(F ) où F est un faiseau loalement libre sur X/G. E
est un G-faiseau trivial sur X en e sens que l'ation de G sur E est diagonale : Pour tout ouvert
U ⊂ X , le (G-OX(U))-module E(U) vérie : g.(ae) = (g.a)e pour tout (g, a, e) ∈ G×OX(U)×E(U).
Ainsi, omme l'ation de H est triviale sur ∆H , elle l'est également sur i
∗
H(E), de sorte que i
∗
H(E)
appartient à la omposante orrespondant à la représentation triviale de H dans la déomposition
de H−Qco(∆H). 
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2.2 Rédution du problème
On va maintenant démontrer que pour qu'un omplexe de faiseaux ohérents loalement libres
provienne du bas, il sut que haun des faiseaux qui le ompose soit image réiproque d'un
faiseau de Coh(X/G).
Commençons par démontrer le lemme suivant :
Lemme 2.2 Soit A un anneau loal ave ation de G. Soient V et W deux représentations triviales
de dimensions nies du groupe G et V ⊗A
φ✲ W ⊗A un morphisme de A-modules ommutant à
l'ation de G. Alors φ provient d'un morphisme V ⊗AG ✲ W ⊗AG.
Preuve. Soit (e1, . . . , eN) une base de V et (f1, . . . , fM ) une base de W . On a :
φ(
∑N
i=1 aiei) =
∑N
i=1 aiφ(ei) =
∑N
i=1 ai
∑M
i=1 φj,ifj où l'appliation A-linéaire φ est représentée
par la matrie ((φj,i)) ∈ MM,N (A).
Alors le fait que φ ommute à l'ation de G s'érit de la manière suivante (ompte tenu du fait
que G agit trivialement sur V et W , et don que les bases sont invariantes)
∀g ∈ G, g · φ(
∑N
i=1 aiei) =
∑N
i=1 g · ai
∑M
i=1 g · φj,ifj =
φ(g ·
∑N
i=1 aiei) =
∑N
i=1 g · ai
∑M
i=1 φj,ifj .
De sorte que φ ommute à l'ation de G revient à dire que φ est G-invariant, en e sens qu'il provient
d'un morphisme V ⊗AG ✲ W ⊗AG. 
Proposition 2.3 Soit L1 = pi
∗(E1)
φ✲ L2 = pi∗(E2) un G-morphisme entre G-faiseaux loale-
ment libres de types nis sur X images réiproques de faiseaux sur X/G. Alors φ provient d'un
morphisme unique E1 ✲ E2 dans Coh(X/G).
Preuve. L'identité piG∗ ◦ pi
∗ = IdCoh(X/G) entraine que s'il existe, e morphisme est néessairement
piG∗ (L1) = E1
piG∗ (φ)✲ piG∗ (L2) = E2. Par aileurs, l'adjontion de pi
∗
et piG∗ fournit un morphisme
anonique pi∗ ◦ piG∗
η✲ IdG−Coh(X) d'où le diagrame :
L1
pi∗(piG∗ (φ))✲ L2
L1
η(L1)
❄ φ ✲ L2
η(L2)
❄
Il s'agit don de démontrer que η(Li) = IdLi , pour i = 1, 2 et que φ = pi
∗(piG∗ (φ)).
On peut raisonner loalement, et don se plaer sur un ouvert ane Spec(A), où A est loal.
Comme L1 et L2 sont loalement libre, la proposition 2.1 s'applique et don Li = Vi ⊗A, où Vi est
une représentation de G. Alors l'hypothèse que les Li proviennent du bas se traduit par le fait que
es représentations sont triviales. Par ailleurs, φ étant un morphisme de G-faiseaux, il ommute à
l'ation de G et on peut appliquer le lemme 2.2. Ainsi, φ est G invariante.
Or dans le as ane, Spec(A)
pi✲ Spec(B), où B = AG, l'opération piG∗ revient à onsid-
érer un A-module omme B-module et prendre sa partie G invariante, de sorte que le omplexe
V1 ⊗A
φ✲ V2 ⊗A est transformé en V1 ⊗AG
φG = φ✲ V2 ⊗AG, puis pi∗ revient à tensoriser par A
au dessus de AG, de telle sorte qu'on retrouve le omplexe V1 ⊗ A
φ✲ V2 ⊗A.
On a don pi∗piG∗ φ = φ. Autrement dit, φ provient du morphisme pi
G
∗ φ : E1
✲ E2. 
Corollaire 2.2 Soit L un objet de DG(X) formé de G-faiseaux loalement libres. Alors L est
image réiproque d'un objet de D(X/G) si et seulement si pour tout i, Li est image réiproque d'un
faiseau de Coh(X/G).
Preuve. La partie direte est évidente. Réiproquement, si L est un omplexe du type :
pi∗(E1)
φ1✲ pi∗(E2) . . .
φr−1✲ pi∗(Er)
φr✲
où haque φi est un morphisme de G-faiseaux, alors en appliquant la proposition 2.3 on obtient
que haque morphisme provient du bas, et don le omplexe provient du bas. 
12
2.3 Critère général
D'après le paragraphe 1.4, pour tout sous-groupe H de G et tout shéma ∆H assoié, on a une
déomposition de la atégorie dérivée DH(∆H) suivant les représentations irrédutibles de H .
Théorème 2.1 Un objet E ∈ DG(X) est l'image par pi∗ d'un objet de D(X/G) si pour tout sous-
groupe H de G, Li∗H(E) ∈ D
H(∆H) appartient à la omposante orrespondant à la représentation
triviale dans la déomposition de la atégorie dérivée. Autrement dit, la èhe
DG(X)
⊕HLi
∗
H✲ ⊕HDH(∆H)
est à but dans ⊕HD
ρ0(∆H).
Preuve. D'après le paragraphe 1.2 on peut toujours supposer que E est formé de G-faiseaux o-
hérents loalement libres. Puis, d'après le paragraphe 2.2 un omplexe de faiseaux loalement
libre se desend si et seulement si haun des faiseaux se desend. Alors en appliquant la propo-
sition 2.2, on obtient que E provient du bas si et seulement si pour tout sous-groupe H de G et
pour tout k ∈ Z, i∗H(Ek) est un H-faiseau ohérent sur ∆H appartenant à la omposante or-
respondant à la représentation triviale dans la déomposition de H−Coh(∆H). Or les faiseaux
loalement libres sont i∗H-ayliques, don ette ondition s'érit enore (d'après le paragraphe 1.4)
Li∗H(E) ∈ D
ρ0(∆H).

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